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摘　要：在状态部分可观测的金融市场中，研究了投资活动终止时间不确定的多阶段均值－方差投资组合选择
问题。假定市场存在有限个不可观测状态，利用离散时间时变隐Ｍａｒｋｏｖ链描述不可观测状态的变化过程；无风
险资产在各个阶段的收益率依赖于可观测市场状态；风险资产在各阶段的收益率同时依赖于可观测和不可观测

市场状态。通过构造充分统计量，部分信息下的投资组合选择问题等价地转化为了完全信息下的优化问题。再

利用动态规划方法和拉格朗日对偶原理，得到了最优资产组合策略和有效边界的解析表达式。
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　　自Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ［１］开创性地提出均值 －方差模型
以来，应用定量分析方法研究金融问题已成为了现

代金融经济学的研究热点。囿于 Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ均值 －

方差模型的单阶段静态特点，为更符合金融市场实

际，后来很多学者致力于动态投资组合选择问题的

研究。Ｍｅｒｔｏｎ［２］假定股票收益服从几何布朗运动，

 收稿日期：２０１４－０３－０１
基金项目：国家自然科学基金重点资助项目 （７１２３１００８）；国家自然科学基金青年资助项目 （７１２０１１７３）；教育部人

文社会科学基金资助项目 （１２ＹＪＣＺＨ２６７，１３ＹＪＣＺＨ２４７）；广东省哲学社会科学基金资助项目
（ＧＤ１２ＸＹＪ０６）；广东省自然科学基金资助项目 （２０１３０１０１１９５９）；广东金融学院资助项目 （１２ＸＪ０２－１０）

作者简介：张玲 （１９７９年生），女；研究方向：数理金融；通讯作者：曾燕；Ｅｍａｉｌ：ｚｅｎｇｙ３６＠ｍａｉｌｓｙｓｕｅｄｕｃｎ．



中山大学学报 （自然科学版） 第５３卷　

研究了ＣＲＲＡ效用下的连续时间动态投资组合选
择问题。Ｌｉ等［３］，Ｚｈｏｕ等［４］分别将Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ的静
态均值－方差模型拓展到了多阶段和连续时间情
形。随后，Ｌｉｍ等［５］，Ｚｈｕ等［６］和 Ｌｅｉｐｐｏｌｄ等［７］分

别就具有随机参数、破产风险控制和负债等现实约

束时的动态均值－方差投资组合选择问题进行了研
究。Ｂａｓａｋ等 ［８］，Ｂｊｒｋ等［９］进一步研究了均值 －
方差投资组合选择问题的时间一致性策略。

现实金融市场中，各种市场信息和状态都会对

资产收益产生显著影响。考虑存在市场状态风险下

的投资组合选择问题成为了近年研究的热点之一，

其中 Ｍａｒｋｏｖ机制转移模型常用来刻画金融市场状
态的演化过程。Ｍａｒｋｏｖ机制转移模型最先由 Ｈａｍ
ｉｌｔｏｎ［１０］提出，其典型的特点是用离散或连续时间
有限状态Ｍａｒｋｏｖ链刻画金融市场状态的演化过程。
过去十多年中，各类研究表明 Ｍａｒｋｏｖ链不仅能非
常好地拟合金融时间序列数据，还能很好地描述金

融市场的动态变化。因此，Ｍａｒｋｏｖ机制转移模型
也被大量应用到了投资组合选择问题的研究中。在

市场状态完全可观测的金融市场中，Ｚｈｏｕ等［１１］最

先研究了Ｍａｒｋｏｖ机制转移下的连续时间均值 －方
差最优投资组合选择问题。ａｋｍａｋ等［１２］提出了

Ｍａｒｋｏｖ机制转移市场中的多阶段均值 －方差模型，
并利用动态规划方法以及文 ［３］提出的嵌入法，
求得了最优策略和有效边界。Ｃｏｓｔａ等［１３］将文

［１２］的模型推广到了更一般的情况。Ｗｕ等［１４］考

虑了随机收入和机制转移对最优策略的影响。

上述文献中，Ｍａｒｋｏｖ链的状态均假定为完全
可观测的，且状态转移矩阵是定常的。事实上，金

融市场也存在一些不能直接观测的状态，但其释放

出一些信息融合在可观测的状态中。也就是说，投

资者在进入市场的时候并不能观测到所有的市场状

态，但随着时间推移，投资者观测到的信息不断累

积，投资者可依据其决策时刻掌握的所有信息做出

最优的决策。隐 Ｍａｒｋｏｖ机制转移模型通常用来刻
画这种不可观测市场状态的变化过程。Ｈｏｎｄａ［１５］研
究了隐Ｍａｒｋｏｖ机制转移市场下的最优投资消费问
题，并发现长期投资者和短期投资者的投资策略存

在显著差异。在隐 Ｍａｒｋｏｖ机制转移市场中，
Ｂｕｅｒｌｅ等［１６］采用随机滤波和动态规划方法得到了

对数效用和幂效用下最优投资策略的解析解。

Ｈａｕｓｓｍａｎｎ等［１７］研究了投资者只能观测到风险资

产价格的终端财富效用最大化问题。Ｂｅｎｓｏｕｓｓａｎ
等［１８］考虑了通货膨胀对于最优投资消费策略的影

响。Ｅｌｌｉｏｔｔ等［１９］利用随机滤波方法和随机最大值原

理，得到了隐 Ｍａｒｋｏｖ机制转移市场中的最优均值
－方差投资组合策略。ａｎａｋｏｌｕ等［２０］研究了 ＨＡ
ＲＡ效用下的多阶段投资组合选择问题。Ｂａｅ等［２１］

利用情景生成法构建了均值－方差随机资产配置模
型。

稍微遗憾的是，上述 Ｍａｒｋｏｖ机制转移市场下
最优投资组合选择问题的研究中，投资者结束投资

活动退出市场的时间均假设为固定的。但现实中，

投资活动会受到许多随机因素的影响。如果市场环

境的变化导致投资信心不足，投资者可能会在中途

结束投资活动退出市场。不确定退出时间下的最优

资产组合问题最早可以追溯到 Ｙａａｒｉ［２２］，其首先研
究了死亡时间不确定时整个生命周期内的投资消费

问题。近年来，有关不确定退出时间问题的研究越

来越多。Ｋａｒａｔｚａｓ等［２３］解决了退出时间为资产价格

滤子停时下的动态投资问题。Ｌｉｕ等［２４］研究了退出

时间服从指数分布时的投资组合选择问题。郭文旌

等［２５］构建了不确定退出时间下的动态均值 －方差
模型。ＢｌａｎｃｈｅｔＳｃａｌｌｉｅｔ等［２６］研究了退出时间独立

于市场状态和资产价格的连续时间投资组合选择问

题。Ｙｉ等［２７］考虑了不确定退出时间对最优资产负

债管理策略的影响。在资产收益序列相关的金融市

场中，Ｚｈａｎｇ等［２８］得到了退出时间不确定时最优

资产组合策略的解析表达式。Ｚｅｎｇ等［２９］考虑了效

用函数依赖于市场状态时不确定退出时间对最优投

资－消费策略的影响。Ｗｕ［３０］假定退出时间是依赖
于市场状态，且市场状态完全可观测。Ｗｕ等［３１］和

Ｙａｏ等［３２］综合考虑了 Ｍａｒｋｏｖ机制转移市场中不确
定退出时间和内生负债对于动态资产组合策略的影

响，但其仅考虑了市场状态完全可观测的情况。上

面所提及的研究中，并没有同时考虑市场状态部分

可观测且不确定的退出时间依赖于市场状态的情

况。

综上，我们发现在信息部分可观测的金融市场

中分析依赖于市场状态的不确定退出时间对最优投

资策略的影响具有重要的现实意义，也可拓展已有

的研究成果。为此，本文拟在状态部分可观测的金

融市场中，探讨不确定退出时间下的多期均值－方
差投资组合选择问题。不同于已有研究的是：

① 本文假定同时存在可观测和不可观测的市场状
态，并利用隐 Ｍａｒｋｏｖ链刻画不可观测市场状态的
变化过程；② 无风险资产的收益依赖于可观测的
市场状态，风险资产的收益同时依赖于可观测和不

可观测市场状态；③ 状态转移矩阵随着时间变化
而变化。
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１　模　型
假定金融市场中存在一个风险资产和一个无风

险资产，投资者在时刻０以初始财富 ｘ进入市场，
计划进行为期Ｔ个阶段的投资活动，则计划投资结
束时间为Ｔ，其中第 ｋ个阶段指时间区间 ［ｋ－１，
ｋ），ｋ＝１，２，…，Ｔ。假设金融市场中存在投资者
可观测的市场状态，也存在不可观测的市场状态。

在每个阶段初，投资者依据观测到的市场状态信息

做出投资决策。

１１　市场状态
设不可观测的随机市场环境有 Ｎ个自然状态，

状态集合为Π ＝｛１，２，…，Ｎ｝。令Ｕｋ表示时刻ｋ不
可观测的市场状态，则Ｕ＝｛Ｕｋ，ｋ＝０，…，Ｔ｝是不
可观测市场状态过程。假定Ｕ是一个Ｍａｒｋｏｖ过程，
状态转移矩阵为Ｑｋ＝（Ｑｋ（ｉ，ｊ））Ｎ×Ｎ（ｋ＝０，１，…，Ｔ
－１），其中Ｑｋ（ｉ，ｊ）＝Ｐｒ｛Ｕｋ＋１ ＝ｊ｜Ｕｋ ＝ｉ｝表示
从时刻ｋ状态Ｕｋ＝ｉ转变为时刻ｋ＋１状态Ｕｋ＋１＝

ｊ的时变转移概率，满足∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｑｋ（ｉ，ｊ）＝１，这里Ｐｒ

是概率测度。需特别说明的是，由于Ｕｋ不可观测，
因此Ｕ是隐Ｍａｒｋｏｖ链。

设随机市场环境中有Ｍ个可观测的自然状态，
状态集合记为 Π^ ＝｛１，２，…，Ｍ｝。令Ｏｋ表示时刻ｋ
可观测的市场状态，则Ｏ＝｛Ｏｋ，ｋ＝０，…，Ｔ｝是可
观测市场状态过程。在随机市场中，虽然 Ｕ不可
观测，但Ｕ释放出一些信息包含在Ｏ中。所以，可
观测状态过程Ｏ是不可观测市场状态过程 Ｕ在某
种程度上的反映，然而Ｏ不一定是Ｍａｒｋｏｖ过程。

假设随机市场环境的变化依赖于不可观测状

态，但投资者只能观测到 Ｏ的信息，并依据观测
信息 Ｏ做出相应的投资决策。令 Ｇｋ ＝（ｇｋ（ｉ，
ｓ））Ｎ×Ｍ，其中ｇｋ（ｉ，ｓ）＝Ｐｒ｛Ｏｋ＝ｓ｜Ｕｋ＝ｉ｝。记Ｏｋ
＝（Ｏ０，Ｏ１，…，Ｏｋ）为到时刻 ｋ为止出现过的所有
可观测市场状态，Ｕｋ＝（Ｕ０，Ｕ１，…，Ｕｋ）为到时刻ｋ
为止出现过的所有不可观测市场状态，则 Ｕｋ＋１ ＝
（Ｕｋ，Ｕｋ＋１），Ｏｋ＋１ ＝（Ｏｋ，Ｏｋ＋１）。
１２　金融市场与财富过程

每个阶段初，无风险资产的收益率通常可以直

接从市场中观测到，也就是说其收益率是确定的。

但市场状态不同时，无风险资产的收益率是不同

的。因此，我们假定在时刻ｋ，无风险资产的收益
率依赖于此时可观测状态 Ｏｋ，而与不可观测状态
Ｕｋ无关。第ｋ＋１阶段初可观测状态为Ｏｋ ＝ｓ时，
记无风险资产的收益率为 Ｒ０ｋ（Ｏｋ）＝Ｒ

０
ｋ（ｓ）。不可

观测市场状态Ｕｋ显著影响风险资产价格，因此在
第ｋ＋１阶段初可观测状态为Ｏｋ＝ｓ不可观测状态
为Ｕｋ ＝ｉ时，风险资产的收益率记为 Ｒｋ（Ｏｋ，Ｕｋ）
＝Ｒｋ（ｓ，ｉ），相应的超额收益为 Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（Ｏｋ，Ｕｋ）］＝

Ｅ［Ｒｅｋ（ｓ，ｉ）］ ＝ Ｅ［Ｒｋ（ｓ，ｉ）］ － Ｒ０ｋ（ｓ）。 假 定

Ｒｅｋ（Ｏｋ，Ｕｋ）与Ｒ
ｅ
ｋ＋１ （Ｏｋ＋１，Ｕｋ＋１）独立，且风险

资产是非退化的，即对任意的 ｋ＝０，１，２，…，Ｔ－

１，ｉ∈Π和ｓ∈ ，都有Ｖａｒ［Ｒｅｋ（ｓ，ｉ）］＞０。
令πｋ表示时刻ｋ投资在风险资产上的资金额，

则π＝｛πｋ，ｋ＝０，１，…，Ｔ－１｝是相应的多期投资
策略。在投资者采用自融资策略 π时财富过程 Ｘπ

＝｛Ｘπｋ，ｋ＝０，１，…，Ｔ－１｝满足
Ｘπｋ＋１ ＝Ｒ

０
ｋ（Ｏｋ）Ｘπｋ ＋Ｒ

ｅ
ｋ（Ｏｋ，Ｕｋ）πｋ （１）

其中Ｘπｋ表示投资者采用策略π时在时刻 ｋ拥有的
财富。假定整个投资过程中风险资产允许卖空，不

存在交易费用，无风险资产允许借贷。

尽管投资者在计划进行Ｔ阶段的投资活动，但
在投资过程中，投资者会依据其观测到的信息不断

调整其投资策略，甚至在市场环境不乐观时提前结

束投资退出市场。换句话说，对于理性投资者而

言，其退出市场的时间是不确定的，且依赖于其观

测到的市场状态。用τ表示投资者结束投资退出市
场的时刻，那么投资者实际退出市场的时刻为

ｍｉｎ｛τ，Ｔ｝＝Ｔ∧τ。设τ是取值为０，１，…，Ｔ的离

散随机变量，对任意ｋ＝０，１，…，Ｔ和ｓ∈ ，假定

在时刻ｋ可观测市场状态Ｏｋ＝ｓ时τ的条件概率分

布为Ｐｒ｛τ＝ｋ｜Ｏｋ＝ｓ｝＝ｐｋ（ｓ），且满足∑
Ｔ

ｋ＝１
Ｐｒ｛τ

＝ｋ｜Ｏ０ ＝ｓ｝＝１。那么Ｔ∧τ的概率分布为
Ｐｒ｛Ｔ∧τ＝ｋ｜Ｏｋ ＝ｓ｝＝

Ｐｒ｛τ＝ｋ｜Ｏｋ ＝ｓ｝＝ｐｋ（ｓ），ｋ＝１，…，Ｔ
这里，假定ｐ０（ｓ）＝０。

在期望投资收益目标ｄ下，投资者在时刻０以
初始财富ｘ进入市场。此时市场上所有可观测和不
可观测状态为 （Ｏ０，Ｕ０），但投资者只能得到 Ｏ０的
信息。投资者希望根据此时掌握的信息 Ｏ０寻找到
最优的投资策略，使得投资结束时投资风险最小，

即求解以下均值－方差优化问题

Ｐ（ｍｖ）

ｍｉｎ
π
Ｅ［（ＸπＴ∧τ－ｄ）

２｜Ｘπ０ ＝ｘ，Ｏ０ ＝ｓ］，

ｓｔ．Ｅ［ＸπＴ∧τ｜Ｘ
π
０ ＝ｘ，Ｏ０ ＝ｓ］＝ｄ，

Ｘπｋ＋１ ＝Ｒ
０
ｋ（Ｏｋ）Ｘπｋ ＋Ｒ

ｅ
ｋ（Ｏｋ，Ｕｋ）πｋ，

ｋ＝０，１，…，Ｔ－










１

注意到，在优化问题 Ｐ（ｍｖ）中，财富过程中

５４
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Ｒｅｋ（Ｏｋ，Ｕｋ）依赖于不可观测市场状态 Ｕｋ，所以投
资者面临的是信息部分可观测下的最优投资决策问

题。事实上，在决策过程中，投资者仅能依据观测

到的信息Ｏ做出最优投资决策。Ｂｅｒｔｓｅｋａｓ［３３］发现，
通过定义一个包含 Ｕ和 Ｏ所有信息的新状态，信
息部分可观测的优化问题 Ｐ（ｍｖ）可等价地转化为
信息完全可观测的优化问题。下节采用充分统计量

方法，构造完全包含Ｕ和Ｏ信息的新的状态过程。

２　充分统计量
每个阶段开始时，投资者依据其掌握的所有信

息对资产收益分布进行估计。令 Φ（ｋ，ｉ）＝Ｐｒ｛Ｕｋ
＝ｉ｜Ｏｋ｝表示时刻ｋ给定所有观测信息Ｏｋ时不可
观测状态Ｕｋ ＝ｉ的条件概率，则 Φ（ｋ）＝｛Φ（ｋ，
１），Φ（ｋ，２），…，Φ（ｋ，Ｎ）｝是相应的条件概率分布。

从而对任意ｉ∈Π，有 Φ（ｋ，ｉ）≥０且∑
Ｎ

ｉ＝１
Φ（ｋ，ｉ）

＝１。在时刻ｋ＋１，不可观测状态和可观测状态
都得以更新，Ｕｋ＋１ ＝（Ｕｋ，Ｕｋ＋１）且 Ｏｋ＋１ ＝（Ｏｋ，
Ｏｋ＋１）。根据贝叶斯公式，在时刻ｋ＋１，所有观测
信息为Ｏｋ＋１＝（Ｏｋ，Ｏｋ＋１）时，市场真实状态Ｕｋ＋１的
条件概率分布为

Φ（ｋ＋１，ｊ）＝Ｐｒ｛Ｕｋ＋１ ＝ｊ｜Ｏｋ＋１｝＝
Ｐｒ｛Ｕｋ＋１ ＝ｊ｜Ｏｋ，Ｏｋ＋１｝＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
Φ（ｋ，ｉ）Ｑｋ（ｉ，ｊ）ｇｋ＋１（ｊ，Ｏｋ＋１）

∑
Ｎ

ｊ＝１
∑
Ｎ

ｉ＝１
Φ（ｋ，ｉ）Ｑｋ（ｉ，ｊ）ｇｋ＋１（ｊ，Ｏｋ＋１）

＝

ηｊｋ（Φ（ｋ），Ｏｋ＋１） （２）
由式 （２）可看出，Φ（ｋ＋１）仅依赖于上一阶段不
可观测状态分布 Φ（ｋ）以及时刻 ｋ＋１的观测信息
Ｏｋ＋１，即Φ（ｋ＋１）综合了到时刻ｋ＋１为止出现过
的所有市场状态信息。在时刻 ｋ＋１，随着所有可
观测信息由Ｏｋ更新为Ｏｋ＋１，不可观测状态的分布
由Φ（ｋ）转变为Φ（ｋ＋１）。在任意时刻ｋ＋１，投
资者观测到Ｏｋ＋１后，便可根据式 （２）推断不可观
测状态Ｕｋ＋１的条件概率分布Φ（ｋ＋１），并进而判
断风险资产的期望收益。也就是说，在任意时刻

ｋ，投资者掌握的所有市场状态信息为 Ｏｋ，Φ（ｋ( )）

。然而，根据式 （２）不难发现，在时刻 ｋ，可观
测状态Ｏｋ不同时，不可观测状态的条件分布Φ（ｋ）
不同；仅采用Φ（ｋ）这个符号并不能充分体现可观
测状态Ｏｋ对于不可观测状态Ｕｋ条件概率分布的影
响。因此，下文中我们将采用符号Φｓ（ｋ，ｉ）表示时
刻ｋ可观测状态为Ｏｋ＝ｓ时不可观测状态Ｕｋ＝ｉ的

条件概率，即Φｓ（ｋ，ｉ）＝Ｐｒ｛Ｕｋ＝ｉ｜Ｏｋ－１，Ｏｋ＝ｓ｝，
则 Φｓ（ｋ）＝｛Φｓ（ｋ，１），Φｓ（ｋ，２），…，Φｓ（ｋ，Ｎ）｝是
相应的条件概率分布，其中Φｓ（０）可由

Φｓ（０，ｉ）＝
Ｐｒ｛Ｕ０ ＝ｉ｝ｇ１（ｉ，ｓ）

∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｐｒ｛Ｕ０ ＝ｉ｝ｇ１（ｉ，ｓ）

（３）

确定。现实投资实践中，投资者通常利用时刻０掌
握的市场信息分析推断得到Φｓ（０）。

由于Ｕ是Ｍａｒｋｏｖ链，Ｕｋ＋１依赖于Ｕｋ，而时刻
ｋ＋１可观测状态Ｏｋ＋１仅是此时不可观测状态 Ｕｋ＋１
的反映，所以Ｏｋ与Ｏｋ＋１的关系可定义为

Ｐｒ｛Ｏｋ＋１ ＝ｓ｜Ｏｋ｝＝∑
Ｎ

ｌ＝１
Ｐｒ｛Ｕｋ＋１ ＝ｌ｜Ｏｋ｝

Ｐｒ｛Ｏｋ＋１ ＝ｓ｜Ｕｋ＋１ ＝ｌ｝＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｌ＝１
Ｐｒ｛Ｕｋ ＝ｉ｜Ｏｋ｝·

Ｐｒ｛Ｕｋ＋１ ＝ｌ｜Ｕｋ ＝ｉ｝Ｐｒ｛Ｏｋ＋１ ＝ｓ｜Ｕｋ＋１ ＝ｌ｝＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｌ＝１
Φ（ｋ，ｉ）Ｑｋ（ｉ，ｌ）ｇｋ＋１（ｌ，ｓ）＝∑

Ｎ

ｉ＝１
Φ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｓ）

其中 θｋ（ｉ，ｓ） ＝∑
Ｎ

ｌ＝１
Ｑｋ（ｉ，ｌ）ｇｋ＋１（ｌ，ｓ），且 ∑

Ｍ

ｓ＝１
θｋ

（ｉ，ｓ）＝１。
根据式 （２），Φ（ｋ）是按照时间递推产生的。

Ｍｏｎａｈａｎ［３４］指出Φ＝｛Φ（ｋ），ｋ≥０｝是一个Ｍａｒｋｏｖ
过程，因此 Φ（ｋ）综合了到时刻 ｋ为止的所有信
息。令 ＝σ｛（Ｘπｌ，Ｏｌ，Φ（ｌ）），０≤ｌ≤ｋ｝表示一

个σ－域，则 代表到时刻 ｋ为止的信息集合。

如果πｋ是 可测的，那么策略π＝｛πｋ，ｋ＝０，１，
…，Ｔ－１｝称为可行的投资策略，用Ξ表示所有可
行策略集合。时刻 ｋ，观测到市场状态 Ｏｋ后，投
资者将依据其对不可观测状态Ｕｋ分布的判断Φ（ｋ）
来预测风险资产的超额收益 Ｅ（Ｒｅｋ（Ｏｋ，Ｕｋ）），找
到允许策略 π∈ Ξ，使得投资结束时风险最小。
因此，信息部分可观测下的优化问题 Ｐ（ｍｖ）等价
地转化为以下信息完全可观测的优化问题

)Ｐ（ｍｖ）

ｍｉｎ
π∈Ξ
Ｅ０，ｘ，ｓ［（ＸπＴ∧τ－ｄ）

２］，

ｓｔ．Ｅ０，ｘ，ｓ［ＸπＴ∧τ］＝ｄ，

Ｘπｋ＋１ ＝Ｒ
０
ｋ（Ｏｋ）Ｘπｋ ＋Ｒ

ｅ
ｋ（Ｏｋ，Φ（ｋ））πｋ，

ｋ＝０，１，…，Ｔ－










１

其中Ｅ０，ｘ，ｓ［·］＝Ｅ［·｜Ｘπ０ ＝ｘ，Ｏ０ ＝ｓ，Φ
ｓ（０）］。

３　模型求解

优 化 问 题

)Ｐ（ｍｖ） 中，由 于 约 束 条 件
Ｅ０，ｘ，ｓ［ＸπＴ∧τ］＝ｄ等价于Ｅ０，ｘ，ｓ［Ｘ

π
Ｔ∧τ－ｄ］＝０，可采

６４
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用拉格朗日乘子法处理约束条件Ｅ０，ｘ，ｓ［ＸπＴ∧τ］＝ｄ。
引入拉格朗日乘子２λ，先求解以下优化问题

ＬＰ（ｍｖ）

ｍｉｎ
π∈Ξ
Ｅ０，ｘ，ｓ［（ＸπＴ∧τ－ｄ）

２］＋２λＥ０，ｘ，ｓ［ＸπＴ∧τ－ｄ］，

ｓｔ．Ｘπｋ＋１＝Ｒ
０
ｋ（Ｏｋ）Ｘπｋ ＋Ｒ

ｅ
ｋ（Ｏｋ，Φ（ｋ））πｋ，

ｋ＝０，１，…，Ｔ－
{

１
令Ｌ（ｘ，Ｏ０，Φ（０），λ）表示问题 ＬＰ（ｍｖ）的最优值
函数，πｋ ＝ｇ（Ｘπｋ，Ｏｋ，Φ（ｋ），λ）表示对应的最优策
略。设λ 是函数Ｌ（ｘ，Ｏ０，Φ（０），λ）对应的最大值
点，根据拉格朗日对偶原理，Ｌ（ｘ，Ｏ０，Φ（０），λ）

是问题

)Ｐ（ｍｖ）的最优值函数，πｋ ＝ｇ（Ｘπｋ，Ｏｋ，

Φ（ｋ），λ）是问题

)Ｐ（ｍｖ）对应的最优策略。注意
到

Ｅ０，ｘ，ｓ［（ＸπＴ∧τ－ｄ）
２］＋２λＥ０，ｘ，ｓ［ＸπＴ∧τ－ｄ］＝

Ｅ０，ｘ，ｓ［（ＸπＴ∧τ）
２＋２γＸπＴ∧τ－ｄ

２－２γｄ］ （４）
其中γ＝λ－ｄ。由于λ和ｄ都是常数，所以优化
问题ＬＰ（ｍｖ）等价于

ｍｉｎ
π∈Ξ
Ｅ０，ｘ，ｓ［（ＸπＴ∧τ）

２＋２γＸπＴ∧τ］，

ｓ．ｔ．Ｘπｋ＋１ ＝Ｒ
０
ｋ（Ｏｋ）Ｘπｋ ＋Ｒ

ｅ
ｋ（Ｏｋ，Φ（ｋ））πｋ，

ｋ＝０，１，…，Ｔ－
{

１
因为

Ｅ０，ｘ，ｓ［（ＸπＴ∧τ）
２＋２γＸπＴ∧τ］＝

Ｅ０，ｘ，ｓ［Ｅ［（ＸπＴ∧τ）
２＋２γＸπＴ∧τ｜ Ｔ］］＝

Ｅ０，ｘ，ｓ［∑
Ｔ

ｋ＝０
Ｐｒ｛τ＝ｋ｜ Ｔ｝Ｅ［（Ｘ

π
ｋ）
２＋２γＸπｋ｜ Ｔ］］＝

Ｅ０，ｘ，ｓ［∑
Ｔ

ｋ＝０
Ｐｒ｛τ＝ｋ｜Ｏｋ｝Ｅ［（Ｘπｋ）

２＋２γＸπｋ｜ Ｔ］］＝

Ｅ０，ｘ，ｓ［∑
Ｔ

ｋ＝０
ｐｋ（Ｏｋ）（（Ｘπｋ）

２＋２γＸπｋ）］ （５）

所以问题ＬＰ（ｍｖ）等价于

)

ＬＰ（ｍｖ）
ｍｉｎ
π∈Ξ
Ｅ０，ｘ，ｓ［∑

Ｔ

ｋ＝０
ｐｋ（Ｏｋ）（（Ｘπｋ）

２＋２γＸπｋ）］，ｓ．ｔ．

Ｘπｋ＋１ ＝Ｒ
０
ｋ（Ｏｋ）Ｘπｋ ＋Ｒ

ｅ
ｋ（Ｏｋ，Φ（ｋ））πｋ，

ｋ＝０，１，…，Ｔ－










１

令

Ｊｋ（ｘｋ，ｓ，Φ
ｓ（ｋ））＝

ｍｉｎ
πｋ，…，πＴ－１

Ｅｋ，ｘｋ，ｓ［∑
Ｔ

ｎ＝ｋ
ｐｎ（Ｏｎ）（Ｘ

２
ｎ＋２γＸｎ）］

表示从第 ｋ＋１阶段初财富 ｘｋ、状态 Ｏｋ ＝ｓ和

Φｓ（ｋ）出发的优化问题

)

ＬＰ（ｍｖ）的最优值函数，其
中Ｅｋ，ｘｋ，ｓ［·］＝Ｅ［·｜Ｘ

π
ｋ ＝ｘｋ，Ｏｋ＝ｓ，Φ

ｓ（ｋ）］。当ｋ

＝０时，Ｊ０（ｘ，ｓ，Φ
ｓ（０））即为优化问题

)

ＬＰ（ｍｖ）的

最优值。根据动态规划原理，优化问题

)

ＬＰ（ｍｖ）的

Ｂｅｌｌｍａｎ方程为
Ｊｋ（ｘｋ，ｓ，Φ

ｓ（ｋ））＝ｍｉｎ
πｋ
ｐｋ（ｓ）（ｘ

２
ｋ＋２γｘｋ）＋

Ｅｋ，ｘｋ，ｓ［Ｊ

ｋ＋１（Ｘ

π

ｋ＋１，Ｏｋ＋１，Φ（ｋ＋１））］＝

ｐｋ（ｓ）（ｘ
２
ｋ＋２γｘｋ）＋ｍｉｎ

πｋ
∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）·

Ｅ［Ｊｋ＋１（Ｒ
０
ｋ（ｓ）ｘｋ＋Ｒ

ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）πｋ，ｊ，Φ

ｊ（ｋ＋１））］

（６）
以及边界条件 ＪＴ（ｘＴ，ｓ，Φ

ｓ（Ｔ）） ＝ｐＴ（ｓ）（ｘ
２
Ｔ ＋

２γｘＴ）。
命题１　对任意的ｉ＝１，２，…，Ｎ，如果ξｉ是非

退化的随机变量，ａｉ是非负常数且满足∑
Ｎ

ｉ＝１
ａ２ｉ≠０，

则有（∑
Ｎ

ｉ＝１
ａｉ）（∑

Ｎ

ｉ＝１
ａｉＥ（ξ２ｉ））＞（∑

Ｎ

ｉ＝１
ａｉＥ（ξｉ））

２。

利用动态规划方法，求得优化问题

)

ＬＰ（ｍｖ）的
最优策略和最优值函数如下。

定理１　对任意ｋ＝０，１，…，Ｔ和ｓ∈ ，问题

)

ＬＰ（ｍｖ）的最优值函数为
Ｊｋ（ｘｋ，ｓ，Φ

ｓ（ｋ））＝αｋ（ｓ）ｘ
２
ｋ＋

２γβｋ（ｓ）ｘｋ－γ
２Ｃｋ（ｓ） （７）

相应最优策略为

πｋ ＝－（γ
ζ２ｋ（ｓ）
υｋ（ｓ）

＋
ζ１ｋ（ｓ）
υｋ（ｓ）

Ｒ０ｋ（ｓ）ｘｋ） （８）

其中ｘｋ是在策略π 下时刻ｋ的财富值，且

ζ１ｋ（ｓ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）·

θｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ
ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）］ （９）

ζ２ｋ（ｓ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）·

θｋ（ｉ，ｊ）βｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ
ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）］ （１０）

υｋ（ｓ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）·

θｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ
ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）］

２ （１１）
αｋ（ｓ）＝ｐｋ（ｓ）＋（Ｒ

０
ｋ（ｓ））

２·

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）－

（ζ１ｋ（ｓ））
２

υｋ（ｓ
[ ]

）
，

αＴ（ｓ）＝１ （１２）
βｋ（ｓ）＝ｐｋ（ｓ）＋Ｒ

０
ｋ（ｓ）·

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）βｋ＋１（ｊ）－

ζ１ｋ（ｓ）ζ
２
ｋ（ｓ）

υｋ（ｓ
[ ]

）
，

βＴ（ｓ）＝１ （１３）

Ｃｋ（ｓ）＝
（ζ２ｋ（ｓ））

２

υｋ（ｓ）
＋∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）·

Ｃｋ＋１（ｊ），ＣＴ（ｓ）＝０ （１４）

７４
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　　证明　下面利用数学归纳法证明。根据边界条
件ＪＴ（ｘＴ，ｓ，Φ

ｓ（Ｔ））＝ｐＴ（ｓ）（ｘ
２
Ｔ＋２γｘＴ）和Ｂｅｌｌｍａｎ

方程 （６），有
ＪＴ－１（ｘＴ－１，ｓ，Φ

ｓ（Ｔ－１））＝ｐＴ－１（ｓ）（ｘ
２
Ｔ－１＋２γｘＴ－１）＋

ｍｉｎ
πＴ－１
∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（Ｔ－１，ｉ）θＴ－１（ｉ，ｊ）ｐＴ（ｊ）Ｅ［（ＸπＴ）

２＋２γＸπＴ］＝

ｐＴ－１（ｓ）（ｘ
２
Ｔ－１＋２γｘＴ－１）＋ｍｉｎ

πＴ－１
∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（Ｔ－１，ｉ）·

θＴ－１（ｉ，ｊ）ｐＴ（ｊ）［（Ｒ
０
Ｔ－１（ｓ）ｘＴ－１）

２＋
２Ｅ［ＲｅＴ－１（ｓ，ｉ）］Ｒ

０
Ｔ－１（ｓ）ｘＴ－１πＴ－１＋Ｅ［Ｒ

ｅ
Ｔ－１（ｓ，ｉ）］

２π２Ｔ－１＋
２γ（Ｒ０Ｔ－１（ｓ）ｘＴ－１＋Ｅ［Ｒ

ｅ
Ｔ－１（ｓ，ｉ）］πＴ－１）］

由于风险资产是非退化的，所以 Ｅ［ＲｅＴ－１（ｓ，ｉ）］
２ ＝

Ｖａｒ［ＲｅＴ－１（ｓ，ｉ）］＋（Ｅ［Ｒ
ｅ
Ｔ－１（ｓ，ｉ）］）

２ ＞０。从而

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（Ｔ－１，ｉ）θＴ－１（ｉ，ｊ）ｐＴ（ｊ）Ｅ［Ｒ

ｅ
Ｔ－１（ｓ，ｉ）］

２ ＞

０。根据一阶最优性条件，最优解为

πＴ－１ ＝－（γ
ζ２Ｔ－１（ｓ）
υＴ－１（ｓ）

＋
ζ１Ｔ－１（ｓ）
υＴ－１（ｓ）

Ｒ０Ｔ－１（ｓ）ｘＴ－１）

其中

ζ１Ｔ－１（ｓ）＝ζ
２
Ｔ－１（ｓ）＝∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（Ｔ－１，ｉ）·

θＴ－１（ｉ，ｊ）ｐＴ（ｊ）Ｅ［Ｒ
ｅ
Ｔ－１（ｓ，ｉ）］，

υＴ－１（ｓ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（Ｔ－１，ｉ）θＴ－１（ｉ，ｊ）·

ｐＴ（ｊ）Ｅ［Ｒ
ｅ
Ｔ－１（ｓ，ｉ）］

２

将πＴ－１代入ＪＴ－１（ｘＴ－１，ｓ，Φ
ｓ（Ｔ－１））得到

ＪＴ－１（ｘＴ－１，ｓ，Φ
ｓ（Ｔ－１））＝αＴ－１（ｓ）ｘ

２
Ｔ－１＋

２γβＴ－１（ｓ）ｘＴ－１－γ
２ＣＴ－１（ｓ）

其中

αＴ－１（ｓ）＝ｐＴ－１（ｓ）＋（Ｒ
０
Ｔ－１（ｓ））

２·

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（Ｔ－１，ｉ）θＴ－１（ｉ，ｊ）ｐＴ（ｊ）－

（ζ１Ｔ－１（ｓ））
２

υＴ－１（ｓ
[ ]

）
，

βＴ－１（ｓ）＝ｐＴ－１（ｓ）＋Ｒ
０
Ｔ－１（ｓ）·

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（Ｔ－１，ｉ）θＴ－１（ｉ，ｊ）ｐＴ（ｊ）－

ζ１Ｔ－１（ｓ）ζ
２
Ｔ－１（ｓ）

υＴ－１（ｓ
[ ]

）
，

ＣＴ－１（ｓ）＝
（ζ２Ｔ－１（ｓ））

２

υＴ－１（ｓ）
假定对于ｋ＋１，式 （７）也是成立的，即

Ｊｋ＋１（ｘｋ＋１，ｓ，Φ
ｓ（ｋ＋１））＝αｋ＋１（ｓ）ｘ

２
ｋ＋１＋

２γβｋ＋１（ｓ）ｘｋ＋１－γ
２Ｃｋ＋１（ｓ）

根据 Ｂｅｌｌｍａｎ方程 （６）有
Ｊｋ（ｘｋ，ｓ，Φ

ｓ（ｋ））＝ｐｋ（ｓ）（ｘ
２
ｋ＋２γｘｋ）＋

ｍｉｎ
πｋ
∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）·

Ｅ［αｋ＋１（ｊ）（Ｒ
０
ｋ（ｓ）ｘｋ＋Ｒ

ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）πｋ）

２＋

２γβｋ＋１（ｊ）（Ｒ
０
ｋ（ｓ）ｘｋ＋Ｒ

ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）πｋ）－γ

２Ｃｋ＋１（ｊ）］

由于风险资产为非退化的，所以 ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，

ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）ＥＲｅｋ（ｓ，ｉ[ ]）２ ＞０。根据一阶最优
性条件可得最优策略为

πｋ ＝－（γ
ζ２ｋ（ｓ）
υｋ（ｓ）

＋
ζ１ｋ（ｓ）
υｋ（ｓ）

Ｒ０ｋ（ｓ）ｘｋ）

其中

ζ１ｋ（ｓ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）］，

ζ２ｋ（ｓ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）βｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）］，

υｋ（ｓ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）］

２

将πｋ 代入Ｊｋ（ｘｋ，ｓ，Φ
ｓ（ｋ））并化简得到

Ｊｋ（ｘｋ，ｓ，Φ
ｓ（ｋ））＝αｋ（ｓ）ｘ

２
ｋ＋２γβｋ（ｓ）ｘｋ－γ

２Ｃｋ（ｓ）
其中

αｋ（ｓ）＝ｐｋ（ｓ）＋（Ｒ
０
ｋ（ｓ））

２·

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）－

（ζ１ｋ（ｓ））
２

υｋ（ｓ
[ ]

）
，

βｋ（ｓ）＝ｐｋ（ｓ）＋Ｒ
０
ｋ（ｓ）·

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）βｋ＋１（ｊ）－

ζ１ｋ（ｓ）ζ
２
ｋ（ｓ）

υｋ（ｓ
[ ]

）
，

Ｃｋ（ｓ）＝
（ζ２ｋ（ｓ））

２

υｋ（ｓ）
＋∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）Ｃｋ＋１（ｊ）

综上，根据数学归纳法，对任意的 ｋ＝０，１，…，Ｔ

和ｓ∈ ，式 （７）和式 （８）都是成立的。证毕。

４　最优策略和有效前沿

根据定理１可得，Ｊ０（ｘ，ｓ，Φ
ｓ（０））＝α０（ｓ）ｘ

２

＋２γβ０（ｓ）ｘ－γ
２Ｃ０（ｓ）且γ＝λ－ｄ，所以优化问题

ＬＰ（ｍｖ）的最优值函数为
Ｌ（ｘ，ｓ，Φｓ（０），λ）＝α０（ｓ）ｘ

２＋２（λ－ｄ）·
β０（ｓ）ｘ－（λ－ｄ）

２Ｃ０（ｓ）－
ｄ２－２ｄ（λ－ｄ） （１５）

根据拉格朗日对偶原理，优化问题

)Ｐ（ｍｖ）的最小
值函数即最小方差 Ｖａｒ０，ｘ，ｓ［ＸπＴ∧τ］＝Ｅ０，ｘ，ｓ［（Ｘ

π
Ｔ∧τ－

ｄ）２］是优化问题 ＬＰ（ｍｖ）的最优值函数 Ｌ（ｘ，ｓ，
Φｓ（０），λ）关于λ的最大值，即

Ｖａｒ０，ｘ，ｓ［ＸπＴ∧τ］＝ｍａｘλ Ｌ（ｘ，ｓ，Φ
ｓ（０），λ）＝

ｍａｘ
λ
｛－λ２Ｃ０（ｓ）＋２λ［β０（ｓ）ｘ＋ｄ（Ｃ０（ｓ）－１）］＋

α０（ｓ）ｘ
２－２ｘβ０（ｓ）ｄ＋（１－Ｃ０（ｓ））ｄ

２｝（１６）
根据Ｃ０（ｓ）的表达式，不难发现Ｃ０（ｓ）＞０，故优
化问题 （１６）的最大值存在。根据一阶最优性条

８４
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件，使问题 （１６）达到最优的λ为

λ ＝
β０（ｓ）ｘ－ｄ
Ｃ０（ｓ）

＋ｄ （１７）

从而γ ＝λ －ｄ＝
β０（ｓ）ｘ－ｄ
Ｃ０（ｓ）

。将 γ 代入式

（８）可得，在时刻ｋ观测状态为 Ｏｋ时，优化问题

)Ｐ（ｍｖ）的最优策略为

πｋ ＝－
β０（ｓ）ｘ－ｄ
Ｃ０（ｓ）

·
ζ２ｋ（Ｏｋ）
υｋ（Ｏｋ）

＋
ζ１ｋ（Ｏｋ）
υｋ（Ｏｋ）

Ｒ０ｋ（Ｏｋ）ｘ( )ｋ
（１８）

将λ 代入式 （１６）可得优化问题 )Ｐ（ｍｖ）的最优
值函数即最小方差为

Ｖａｒ０，ｘ，ｓ［ＸπＴ∧τ］＝Ｅ０，ｘ，ｓ［（Ｘ
π
Ｔ∧τ－ｄ）

２］＝
１－Ｃ０（ｓ）
Ｃ０（ｓ）

（ｄ－
β０（ｓ）
１－Ｃ０（ｓ）

ｘ）２＋（α０（ｓ）－
β２０（ｓ）
１－Ｃ０（ｓ）

）ｘ２

（１９）
根据文 ［３４］，信息部分可观测下的优化问题
Ｐ（ｍｖ）等价于信息完全可观测的优化问题

)Ｐ（ｍｖ），所以优化问题 Ｐ（ｍｖ）的最优投资策略和
最优值函数可由下面的定理给出。

定理２　在期望终端财富 Ｅ［ＸπＴ∧τ｜Ｘ
π
０ ＝ｘ，Ｏ０

＝ｓ］＝ｄ的约束下，信息部分可观测市场中退出
时间不确定下投资组合选择问题 Ｐ（ｍｖ）的最优投
资策略为

πｍｖｋ ＝

－ β０（ｓ）ｘ－ｄ
Ｃ０（ｓ）

·
ζ２ｋ（Ｏｋ）
υｋ（Ｏｋ）

＋
ζ１ｋ（Ｏｋ）
υｋ（Ｏｋ）

Ｒ０ｋ（Ｏｋ）ｘ( )ｋ，
ｋ＝０，１，…，Ｔ－１ （２０）

进一步，可得到相应的有效边界为

Ｖａｒｍｖ０，ｘ，ｓ［Ｘπ
ｍｖ
Ｔ∧τ］＝

１－Ｃ０（ｓ）
Ｃ０（ｓ）

Ｅｍｖ０，ｘ，ｓ［Ｘπ
ｍｖ
Ｔ∧τ］－

β０（ｓ）
１－Ｃ０（ｓ）

( )ｘ２

＋

α０（ｓ）－
β２０（ｓ）
１－Ｃ０（ｓ

( )）ｘ２ （２１）

其中ＸπｍｖＴ∧τ表示应用最优策略π
ｍｖ时在时刻Ｔ∧τ退

出市场时的终端财富，Ｅｍｖ０，ｘ，ｓ［Ｘπ
ｍｖ
Ｔ∧τ］∈［

β０（ｓ）
１－Ｃ０（ｓ）

ｘ，∞）。

　　根据式 （２０），信息部分可观测时不确定退出
时间下投资组合选择问题 Ｐ（ｍｖ）的最优投资决策
πｍｖｋ 不仅依赖于每个阶段开始时观测到的市场状态
Ｏｋ，还依赖于投资者对不可观测市场状态的判断
Φ（ｋ）。另外，不可观测状态 Ｕｋ通过其条件概率
分布 Φ（ｋ）影响参数 ζ１ｋ（Ｏｋ），ζ

２
ｋ（Ｏｋ）和 υｋ（Ｏｋ），

并进而影响最优投资策略πｍｖｋ 。投资者实际退出时

间Ｔ∧τ的概率分布不同时，最优资产组合策略也
是不同的。这与我们在金融市场中的投资实践是相

符的。另一方面，由于风险资产是非退化的，风险

资产不会退化为无风险资产；市场上存在不可观测

的市场状态，且投资者退出市场的时间依赖于观测

到的市场状态，是不确定的，投资风险难以被完全

对冲，所以，Ｖａｒｍｖ０，ｘ，ｓ［Ｘπ
ｍｖ
Ｔ∧τ］＞０。因此０＜Ｃ０（ｓ）

＜１。特别的，当ｄ＝
β０（ｓ）
１－Ｃ０（ｓ）

ｘ时，全局最小方

差为（α０（ｓ）－
β２０（ｓ）
１－Ｃ０（ｓ）

）ｘ２。

５　特　例
１）当投资者退出市场的时间是确定的，也就

是说投资者在时刻 Ｔ退出市场，即 ｐ０（Ｏ０） ＝
ｐ１（Ｏ１）＝… ＝ｐＴ－１（ＯＴ－１）＝０，ｐＴ（ＯＴ）＝１。此
时，问题 Ｐ（ｍｖ）的最优策略和有效边界仍由式
（２０） －（２１）给出，但相应的参数退化为

ζ１ｋ（ｓ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）］，

ζ２ｋ（ｓ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）βｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）］，

υｋ（ｓ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）］

２，

αｋ（ｓ）＝（Ｒ
０
ｋ（ｓ））

２·

［∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）－

（ζ１ｋ（ｓ））
２

υｋ（ｓ）
］，

αＴ（ｓ）＝１；

βｋ（ｓ）＝Ｒ
０
ｋ（ｓ）·

［∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）βｋ＋１（ｊ）－

ζ１ｋ（ｓ）ζ
２
ｋ（ｓ）

υｋ（ｓ）
］，

βＴ（ｓ）＝１；

Ｃｋ（ｓ）＝
（ζ２ｋ（ｓ））

２

υｋ（ｓ）
＋∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
Φｓ（ｋ，ｉ）θｋ（ｉ，ｊ）Ｃｋ＋１（ｊ），

ＣＴ（ｓ）＝０
　　２）当市场状态是完全可观测时，隐Ｍａｒｋｏｖ链
Ｕ变为Ｍａｒｋｏｖ链，且对任意的ｋ＝０，１，…，Ｔ－１，
有Ｕｋ ＝Ｏｋ，Ｎ＝Ｍ。当ｓ＝ｉ时，Ｐｒ｛Ｏｋ＝ｓ｜Ｕｋ＝
ｉ｝＝１；当ｓ≠ｉ时，Ｐｒ｛Ｏｋ＝ｓ｜Ｕｋ＝ｉ｝＝０。这
意味着Ｇｋ＝ＩＮ，其中ＩＮ表示Ｎ×Ｎ阶的单位矩阵。
从而式 （２）退化为当ｓ＝ｉ时，Φ（ｋ＋１，ｉ）＝１；
当ｓ≠ ｉ时，Φ（ｋ＋１，ｉ）＝０。相应的 θｋ（ｉ，ｊ）＝

∑
Ｎ

ｌ＝１
Ｑｋ（ｉ，ｌ）ｇｋ＋１（ｌ，ｊ） ＝ Ｑｋ（ｉ，ｊ），Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（ｓ，ｉ）］ ＝

Ｅ［Ｒｅｋ（ｉ）］，相应的参数退化为

９４
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ζ１ｋ（ｉ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｑｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（ｉ）］，

ζ２ｋ（ｉ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｑｋ（ｉ，ｊ）βｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（ｉ）］，

υｋ（ｉ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｑｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）Ｅ［Ｒ

ｅ
ｋ（ｉ）］

２，

αｋ（ｉ）＝ｐｋ（ｉ）＋（Ｒ
０
ｋ（ｓ））

２

∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｑｋ（ｉ，ｊ）αｋ＋１（ｊ）－

（ζ１ｋ（ｉ））
２

υｋ（ｉ
[ ]

）
，

βｋ（ｉ）＝ｐｋ（ｉ）＋Ｒ
０
ｋ（ｓ）·

∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｑｋ（ｉ，ｊ）βｋ＋１（ｊ）－

ζ１ｋ（ｉ）ζ
２
ｋ（ｉ）

υｋ（ｉ
[ ]

）
，

Ｃｋ（ｉ）＝
（ζ２ｋ（ｉ））

２

υｋ（ｉ）
＋∑

Ｎ

ｊ＝１
Ｑｋ（ｉ，ｊ）Ｃｋ＋１（ｊ）

那么，从时刻０初始状态 ｉ出发到时刻 ｋ状态为 ｊ
时，信息部分可观测市场中退出时间不确定下投资

组合选择问题的最优投资策略为

πｍｖｋ ＝－
β０（ｉ）ｘ－ｄ
Ｃ０（ｉ）

·
ζ２ｋ（ｊ）
υｋ（ｊ）

＋
ζ１ｋ（ｊ）
υｋ（ｊ）

Ｒ０ｋ（ｊ）ｘ( )ｋ，
ｋ＝０，１，…，Ｔ－１ （２２）

相应的有效边界为

Ｖａｒｍｖ０，ｘ，ｉ［Ｘπ
ｍｖ
Ｔ∧τ］＝

１－Ｃ０（ｉ）
Ｃ０（ｉ）

Ｅｍｖ０，ｘ，ｉ［Ｘπ
ｍｖ
Ｔ∧τ］－

β０（ｉ）
１－Ｃ０（ｉ）

( )ｘ２

＋

α０（ｉ）－
β２０（ｉ）
１－Ｃ０（ｉ

( )）ｘ２ （２３）

特别的，当投资者退出市场的概率分布与状态无关

时，即ｐｋ（ｉ）＝ｐｋ时，式 （２２）和式 （２３）同文
［１４］中只有一个风险资产情况下的结论一致。

６　结　论
本文研究了同时具有可观测状态和不可观测状

态的金融市场中，不确定退出时间下的多阶段均值

－方差最优投资组合选择问题。我们利用有限状态
离散时间隐Ｍａｒｋｏｖ链刻画不可观测市场状态的演
变过程，且状态转移概率是时间的确定性函数。假

定风险资产的收益同时依赖于可观测市场状态和不

可观测市场状态，无风险资产收益依赖于可观测的

市场状态。在投资过程中，随着获得信息的增加，

当投资者根据当时观测信息判断发现投资活动不宜

继续进行时，会结束投资活动退出市场。因此我们

假定投资者退出市场的时间依赖于可观测的市场状

态。我们通过应用充分统计量方法，信息部分可观

测的投资组合优化问题等价地转化为信息完全可观

测的优化问题，再结合动态规划方法和拉格朗日对

偶原理，得到了信息部分可观测市场中均值－方差
投资组合问题的最优策略和有效边界的解析表达

式。我们还发现可观测和不可观测的市场状态以及

随机退出时间都对都对最优策略均有显著的影响，

且不可观测的市场状态是通过投资者对其概率分布

的推断影响最优资产组合策略。
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